Chapitre 2 : Sommes et produits

1 Notation X

1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1.1. Soit (a;);c; une famille de nombres réels indexée par un ensemble fini I
On note Y a; la somme des éléments de la famille.

iel
Dans le cas ot I = [p, q] on notera

q
Yoai= ) ai=ap+ap+..+a
i=p i€[pal

Proposition 1.2. Soit I un ensemble fini, (a;);cs et (b;)ic; € Rl et A € R
Ona:
Linéarité : On a ) (Lli + bl) =Ya+Yb

iel icl icl
Linéarité : Ona Y (Aa;)) = A Y g;

iel iel
Positivité : SiVi € [, a; < b;,alors ) a; < Y b;
— il iel
Proposition 1.3 (Encadrement grossier d’une somme). Soit I un ensemble fini non vide et (4;);c; € R!
Alors

[I| x min{a; | i€ I} <) a; < |I| x max{a; | i € I}
iel

Proposition 1.4. Soita,b € Retn € N

Alors .
2

b+ (a+b)+(2a+b)+..+ (na+b) =Y (katb) = (n+1)”“;
k=0

"La moyenne des termes d"une suite arithmétique est la moyenne des termes extrémes".
"La somme des termes d’une suite arithmétique vaut le nombre de termes fois la moyenne des termes dans la

suite arithmétique".

Proposition 1.5.

r

% Soit p < a < r trois entiers et (4;)"_  une famille de nombres réels.

i=p
Alors
r q r

Z a; = Z a; + Z a;

i=p i=p i=q+1
(Relation de Chasles)

% Soit (], ..., Js) un recouvrement disjoint d’un ensemble I et (a;);c; € R!

Alors

Yoai=)Y ai+) ai+.+) = iZai

iel i€ i€l i€]s k=1i€];

Remarque cruciale : L’addition est commutative.

En particulier, si deux familles (a;)c; et (b;)jc; prennent les mémes valeurs, le méme nombre de fois, alors

>4 =) bj

iel jej



Notamment, si (4;);__ est une famille de réels :

q
i=p

q q9—p q9—p
Y 4= Gy =) 0k
i=p j=0 k=0

on vient d’effectuer un changement d’indice.

Proposition 1.6 (Télescopage). Soit (a,')?;r; une famille de réels.
Alors
9
Y (aip1 —a;) = ag1 —ap
i=p
Exemples importants :
SISy
Sk(k+1) = \k k+1 n+1
n n n n n
Y lk+1? -l =n+1)7° et Y [k+1P°-K]=3Y¥+3) k+} 1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

En faisant le méme calcul avec (k + 1)* — k* on en déduit les formules :

n%(n+1)2
4

n n
Z:kzzn(n—i—l)(Zn—f—l) o Zk3:
k=0 6 k=0

2 Produits

Définition 2.1. Si (a;);c est une famille de réels indexée par un ensemble fini I,
on note [T 4; le produit des éléments de cette famille.
icl

Proposition 2.2. Soit (a;);c et (b;);c; deux familles indexées par le méme ensemble fini [

[T(aib)) = Ta] [0

icl iel i€l

* Ona

* On a, pour toutn € IN

I = (ITa)

icl icl

* Regle du produitnul: [[a; =0 < Jdiel:a;=0
i€l
x SiViel,a; >0,alors [Ta; >0
iel
x SiVie[,0< a; < bi,OI‘laHﬂl‘ < Hbl
iel i€l
% Si(J1,...,Js) est un recouvrement disjoint de I, alors

Ha,- = (H Lli) (Hai> = H Hai
iel iefy i€]s k=1ie]i
Définition 2.3. Soitn € IN

On définit factorielle n

n
nt=]Ti
i=1

Proposition 2.4. Soit (ai)?:kl une famille de réels non nuls.
Alors
11[ Ait1 _ g1
i=p a; ap



3 Somme géométrique

3.1 Formule de base

Théoreme 3.1. Soitg € Retn € N

On a .
@=D@"+q" "+ g+ ) = (1) Y 4 =
k=0
En particulier, sig # 1
n qk _ qn+1 -1
k=0 q-1
Remarque : De méme, siq # 1
b b+1 _ .a
y gk = 1 q
k=a q— 1

apres-dernier terme — premier terme

g—1

3.2 Variants

Proposition 3.2. Soita, b € Retn € IN*
Ona

q

?l+1_1

a" —b" = (a—b)(a" t+a" 2+ .. Fab" 24"

= (a—"D) (rf akb”1k>
k=0

Si n est impair

a"+ 0" = (a+b)(a" ' —a" b4 . —ab" 24 ")

= (a+D) (E(—l)kukb”lk>

k=0
4 Formule de bindme de Newton

4.1 Coefficients binomiaux

On rappelle que pour tous 1,k € N, (}) est le cardinal de P([[1, n])
En particulier (}) = 0 dés que k > n

On étend la notion en posant (i) =0sik <0

On obtient ainsi des coefficients binomiaux (}) pourk € Zetn € N

Proposition 4.1 (Formule de Pascal). Soitn € Netk € Z

On a
n+1\ (n n n
k+1)  \k k+1

Théoréme 4.2. Soitn € Netk € Z
On a

k 0 sinon

(n) _ { ity = ML=k g e o, ]

Remarque : Le théoreme montre que !k divise le produit de k entiers consécutifs.



Proposition 4.3 (Symétrie des binomiaux). Soitk € Zetn € N

(0-(,")

4.2 Bindme de Newton
Théoréme 4.4. Soita,b € Retn € N

Ona
b)" = (n kyn—k _ = (n n—kpk
a—l— E K a _E 2 a

k=0
Exemples importants :

k=0 k=0

<n>(_1)k1nk_(1_1)n_0n_ 1Si1’l:0
k Osin>0

2 -2 ()
keo,n] k ke[0,n] k

k paire k impaire

Doncsin > 0,ona

5 Sommes doubles

Proposition 5.1. Soit (a; ) ; j)c[p,q] x[r,s] Une famille de nombres réels.

Alors
aij = Z Y=Y Z i
(i) elp.glxr.s] i=pj=r j=ri=p
Proposition 5.2. Soit (a;)] _pet (b)3 i deux familles de réels.

Alors

M&

[

Corollaire 5.3. Soit (al(l)) . e, (afd)) ) d familles de nombres réels indexées par des ensembles finis
i1€l ig€ly

LI, ..., 1

Alors

o) (£0) - L Lon - L oo

1p]r ]rlp

p

d

] 1 d 1 d
[T a) = ( a§1>> <z a! >> )DL
]:11]' Ij nelh ig€ly (11, i )GIIX Xy

51 Sommes triangulaires

Proposition 5.4. Soit (4;;)1<i<j<, une famille indexée par {G,))ell, n)? i< it
Alors

Y =YY= ZZ%;

1§i§j<n i=1j=i j=li=

5.2 Carré d’'une somme
Proposition 5.5. Si (4;)"_; est une famille de nombres, on a

) () () B o

j=1 1<i,j<n 1<i<j<n



